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 Постановка задачи и уравнение 
движения. Рассматривается управ-
ляемое вращательное движение тела 

вокруг вертикали. Тело подвешено на струне, 
верхний конец которой неподвижно закреп-
лен. Управление его движением относительно 
центра масс осуществляется с помощью двух 
вентиляторных двигателей, реализующих раз-
нонаправленные управляющие моменты во-
круг вертикальной оси. Информация о теку-
щей ориентации и угловой скорости поступает 
соответственно с фотодиодов и оптоволокон-
ного датчика угловой скорости. 

Задачи, решаемые системой управления 
ориентацией, – торможение осевого вращения, 
поворот на заданный угол вокруг вертикали, а 
также выполнение заданного углового движе-
ния вокруг нее, которое может задаваться как 
программное либо зависеть от текущей ориен-
тации тела. 

Тело подвержено линейному по углу по-
ворота моменту от упругости струны и линей-
ному по угловой скорости моменту вязкого 
трения от сопротивления атмосферы. 

Считается, что вентиляторный двигатель 
мгновенно набирает номинальные обороты. 
Одновременно может работать только один 
двигатель. Влияние работающего двигателя на 
движение центра масс тела не учитывается и 
не рассматривается. Атмосфера считается од-
нородной и неподвижной.  

Получим выражение для управляющего 
момента, который создается двигателями. Си-
ла, действующая на аппарат со стороны одно-
го двигателя, ,F S p   где S – площадь диска 
вентилятора, p  – разность давлений воздуха 
до и после прохождения вентилятора. Исполь-
зуя уравнение Бернулли для обоих состояний 

2
1 0

1
ρ ,

2
p p V   2

2 0
1
ρ ,

2 ep p V   

можно найти эту разность давлений. 
Здесь p1, p2 – соответственно давления воздуха 
до и после прохождения вентилятора; p0 – ста-
тическое давление, V – скорость воздуха до 
входа в вентилятор; Ve – скорость воздуха по-
сле выхода из вентилятора; ρ – плотность воз-
духа. Тогда управляющий момент M опреде-
ляется выражением 

2 21
ρ( ),

2 eM RS V V   

где R – расстояние от оси вращения тела 
вокруг вертикали до вентилятора. Считаем, 

что размер его значительно меньше R. Урав-
нения, описывающие осевое вращение тела, 
имеют вид 

2 21
ω δω σα ρ( ),  α ω.

2 eJ RS V V      (1.1) 

Здесь J – момент инерции тела относи-
тельно оси вращения; δ − коэффициент вязко-
го трения тела о воздух; σ − коэффициент уп-
ругости струны. Точкой обозначена операция 
дифференцирования по времени t. Знак “+” 
или “–” выбирается в зависимости от того, по-
ложительный или отрицательный момент соз-
дается двигателями. 

В силу предположения о неподвижности 

атмосферы ω ,V R  поэтому первое уравне-
ние системы (1.1) можно записать так 

3 2
2δ 1 ρ σ 1 ρ

ω ω ω α .
2 2

еSR SRV
J J J J

     (1.2) 

Перейдем к безразмерным угловой скоро-
сти Ω и времени τ по формулам 

ω Ω, τe

e

V RtR V   и введем безразмерные 

параметры 
31 ρ ,

2
SRk
J

   1
δ

ε ,
e

R
J V

  
2

2 2
σ

ε
e

R
J V

 . 

Тогда уравнение (1.2) принимает вид 
2

1 2ε ε α .k k       (1.3) 
Перейдем к решению уравнения (1.3) в 

частных случаях. 
2. Частные случаи осевого вращения. 

Будем считать, что  

1 2ε , ε ,k k   (2.1) 
т.е. в присутствии управления пренебре-

гаем моментом вязкого трения тела о воздух и 
моментом от скручивания струны. В этом слу-
чае уравнение (1.3) принимает вид 

2.k k     (2.2) 
Его решение записывается следующим 

образом: 
exp(2 τ) 1.
exp(2 τ) 1

C k
C k


 


 

Переходя обратно к размерным величи-
нам и переменным, имеем 

exp 2 1
ω .

exp 2 1

e

e

e

VC k t
V R

VR C k t
R

   
 
   
 

 (2.3) 

1. 
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Здесь  
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Заметим, что если плотность атмосферы 
зависит от времени (а это может иметь место 
при исследовании динамики тела, закреплен-
ного на меняющем высоту полета воздушном 
шаре [6]), то плотность зависит от высоты и в 
конечном счете от времени, т.е. 

3ρ( )( ) .
2

SR tk t
J

   Тогда решение уравнения 

(2.2) можно записать так: 
2

0
2

0

exp ρ( ) 1

ω .

exp ρ( ) 1

t
e

e
t

e

SR VC t dt
JV

R SR VC t dt
J

 
   

 
 

   
 




 

Если ввести обозначения 

,e eV VA B k
R R

  , то выражение (2.3) запишем 

как 
exp(2 ) 1

ω .
exp(2 ) 1

C BtA
C Bt





 (2.4) 

Перейдем к другому частному случаю – 
отсутствию управляющего воздействия от 
вентиляторного двигателя. Это предположе-
ние отвечает условию k = 0 в уравнении (1.3). 
Тогда его решение в виде выражений для уг-
ловой скорости и угла поворота тела при сво-
бодных затухающих колебаниях имеет сле-
дующий вид: 

1
2 20 0

1 1 1 1
0 2 22

1
2

1
2 20 2 0

1 1 1 1
2 0 22

1
2

ε
αε ε ε ε2α α exp( )cos( ε τ) exp( τ)sin( ε τ),

2 4 2 4ε
ε

4
ε

α ε ε ε ε ε2 exp( τ)sin( ε τ) exp( τ)sin( ε τ).
2 4 2 4ε

ε
4


 

     



 
        



 
При переходе к размерной скорости по-

лучим 
1

20 2 0
1 1

22
1

2

2
1 1

0 2

ε
α ε ε ε2ω exp( )sin( ε )

2 4ε
ε

4

ε ε
ω exp( )sin( ε ).

2 4

e

e e

e e

V
V VR t t
R R

V Vt t
R R


    



  

                                                                  (2.5) 

Введем следующие обозначения: 
2
1

2 1
ε

θ ε , ξ ε .
4

e eV V
R R

    

Обратный переход осуществляется по 
формулам 

2 2
2

1 2 2
ξ

ε ξ , ε θ .
4e e

R R
V V

 
   

 
 

В новых обозначениях (2.5) принимает 
вид 

2
2

0 0

0

ξ ξ
θ α ω

4 2 ξ ξ
ω exp sin(θ ) ω exp sin(θ ).

2 2
t t t t



 
  

           
   

                                                                      (2.6) 
Это выражение дает связь между угловой 

скоростью и параметрами затухающих коле-
баний, которые можно определить, например, 
методом наименьших квадратов, обрабатывая 
результаты измерений. 

3. Управление угловым движением те-
ла. Интегрируя выражение (2.4) и считая 
ω α,  

находим 

0
1 exp(2 )

α ln α .
1

A C BtAt
B C


   


 (3.1) 

Выразим из (2.4) время t и подставим его 
в (3.1). Получим 

2 2
0

02 2
ω

α ln α .
2 ω

A A
B A


 


 (3.2) 

Выражение (3.2) дает два семейства кри-
вых на фазовой плоскости (α, ω) :  для поло-
жительного вращения ( 0k  , а следователь-
но, и 0B  ) и для отрицательного ( 0k  , 

0B  ). 
Задача поворота на заданный угол и (или) 

торможения – это переход из одной точки 
фазовой плоскости в другую. Это значит, что 
сначала работает один двигатель, а когда дос-
тигается определенное начальными условиями 
и точкой на фазовой плоскости значение угло-
вой скорости, происходит переключение, вы-
ключается первый двигатель и включается 
второй. Он отключается при достижении ну-
левой скорости. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда дви-
гатели не идентичны и величины параметров 
А и В различны для каждого из двигателей. 
Введем обозначения для двигателя, создающе-
го положительный момент, – 1 0A  , 1 0B  , а 

для двигателя, создающего отрицательный 
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момент, – 2 0A  , 2 0B  . Выражение для кри-

вой переключения будет иметь вид 
2 2

2 2
2

2 2
2 2

1 1
2

1 1

ω
α ln , α 0,

2
(α, ω)

ω
α ln ,α 0.

2

A A
B A

f
A A
B A

 
 

 
  

 (3.3) 

Обе ветви получаются подстановкой в 
выражение (3.2) ω 0  и α 0  при разных 
значениях параметров А и В. 

Алгоритм переключения работает так. 
1. Определяется начальное фазовое 

состояние 0 0(α , ω ),  при этом выделяется 

ветвь кривой переключения 
2 2

2 2
0 2

2 2
2 2

1 1
0 2

1 1

ω
α 0 α ln ,

2
ω

α 0 α ln .
2

A Af
B A
A Af
B A


   


   

 

Если же задана величина поворота α,  то 
2 2

2 2
2

2 2
2 2

1 1
2

1 1

ω
α 0 α ln ,

2
ω

α 0 α ln .
2

A Af
B A
A Af
B A


    


    

 

2. Вычисляется 0 0(α , ω ).f  Если 

0 0(α , ω ) 0,f   то работает двигатель с 

2 2, ,A B  если 0 0(α , ω ) 0,f   то работает дви-

гатель с 1 1, .A B  
3. Измеряются (α, ω)  и определяется 

знак выражения 0(a, w) ;f f f    здесь 0f  
– допустимое значение отключения от расчет-
ной кривой. При изменении знака f  произ-
водится переключение двигателей. 

4. Осуществляется движение вдоль 
кривой переключения. При этом проводится 

проверка 1ω ω  ( 1ω  − точность определения 
угловой скорости). Если достигается малое 
значение угловой скорости, то проводится 

проверка 1(α, ω) αf   ( 1α  − точность по уг-
лу). Если и это условие выполняется, то это 
значит, что система пришла в нужное положе-
ние, и цикл управления заканчивается; если 
нет, то повторяются пп. 1– 4. 

Рассмотрим теперь задачу выхода на за-
данную фазовую траекторию углового дви-

жения. Пусть зависимость угла и угловой 
скорости от времени определяются выраже-
ниями 

пр пр пр пр прa α ( ), ω ω ( ) α ( ).t t t    
Система управления должна осуществ-

лять выход на эту программную траекторию и 
обеспечивать его асимптотическую устойчи-
вость. Будем строить управление с помощью 
функции Ляпунова, выбранной в следующем 
виде: 

2 2
отн γ отн

1 1
ω α ,

2 2
k    

где отн отнα ,ω  – относительные угол и уг-

ловая скорость, равные разнице текущих зна-
чений с программными. 

Воспользовавшись соотношениями 

отн прω=ω +ω  и отн прα=α +α ,  уравнение дви-

жения (2.1) можно переписать так: 
2 2

отн пр отн пр отн пр(ω +ω ) δ(ω +ω ) (α α ) ( ).J s Jk A V    
 

Считаем, что можно управлять скоростью 
вращения вентиляторов, т.е. изменять eV , а 

следовательно, параметр A. Кроме того, также 
можно переключать двигатели, т.е. осуществ-
лять выбор между 0k   и 0k  . Тогда с уче-
том уравнений движения   будет иметь вид 

 2 2 2
отн отн пр пр γ отнδω ω ( ω ) σα δω ω α .Jk A J k        

 
Для асимптотической устойчивости дви-

жения отн отнω 0, α 0   потребуем (теорема 

Барбашина – Красовского [1]) выполнения 
условия 

2 2
пр пр γ отн ω отн( ω ) σα δω ω α ω ,k A J k k      

 
где ω 0.k   Введем обозначение 

пр пр γ отн ω отнσα δω ω α ωQ J k k      

и выразим из условия 2 2( ω )k A Q   

2ω ,
QA
Jk

   

2

2

0, если ω

где

0, если ω

Qk
J k
Qk

J k

      

      


 (3.5) 

Это и есть условие переключения, так как 
А должно быть вещественным. 
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Подставив (3.5) в (3.4), получим 
отн ω отн γ отнω (δ )ω α 0.J k k     (3.6) 

На практике, как правило, max ,A A  по-
этому возникает ограничение на возможные 
траектории. Рассмотрим ситуацию, когда за-
дача выхода на траекторию уже решена, т.е. 

отнω 0  и отнα 0.  В этом случае получаем 

ограничение на возможные траектории 
пр пр пр 2 2

пр max

σα δω ω
ω .

J
A

Jk
 

   (3.7) 

Параметры ωk  и γk  выберем таким обра-

зом, чтобы максимизировать степень устойчи-
вости [5] корней характеристического поли-
нома уравнения (3.6) 

2
ω γλ (δ )λ λ 0.J k k     

Корни этого уравнения имеют вид 
2

ω ω γ

1,2

(δ ) (δ ) 4
λ .

2
k k Jk

J
    

  

Максимальная степень устойчивости бу-
дет достигаться в случае, когда подкоренное 
выражение будет равно нулю: 

2
ω γ(δ ) 4 0,k Jk    

т.е. γ4 δ.k Jk    В противном случае 

один из корней будет ближе к мнимой оси, и 
уже он будет определять степень устойчиво-
сти. Таким образом, остается один независи-
мый параметр управления γ.k  Его нужно вы-

бирать исходя из ограничений, наложенных на 
управляющий момент, например, в виде нера-
венства (3.7). 

Заключение. В работе представлена от-
носительно простая, но в то же время, судя 
по результатам проведенного исследования, 
эффективная система управления угловым 
движением вокруг вертикали тела, подве-
шенного на струне, которая использует вен-
тиляторные двигатели в качестве исполни-
тельных органов. 

Предложены алгоритм управления и его 
программная реализация, разработана методи-
ка полунатурных испытаний, которая успешно 
апробирована в лабораторных условиях. 
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